Cadre : I est un intervalle de R non réduit & un singleton, et C' un
convexe d’un espace vectoriel F.

I Fonctions monotones

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 1. Une application f: D — R, ou D C R, est dite croissante
(resp. strictement croissante) lorsque :

Va,ye Dox <y= f(x) < fly) (resp.z <y = f(z) < f(y))

f est dite (strictement) décroissante si —f est (strictement) croissante.
f est dite (strictement) monotone si f est (strictment) croissante ou (stric-
tement) décroissante.

Exemple 2. x — % est décroissante sur R™* et RT™, mais pas sur R*.

Proposition 3. Une application monotone est injective si, et seulement
si, elle est strictement monotone.

Proposition 4. (i) Le produit d’une application monotone par un
scalaire positif est monotone de méme variation.

(ii) La somme de deuz applications croissantes est croissante.
(iii) Le produit de deux fonctions croissantes positives est croissant.

(iv) La composée d’applications croissantes ou décroissantes est crois-
sante. La composée d’une application croissante et d’une applica-
tion décroissante est décroissante.

Remarque 5. L’ensemble des fonctions monotones n’est pas un espace
vectoriel. L’espace engendré par les fonctions monotones est l’espace des
fonctions a variations bornées.

2) Monotonie, limites et continuité

Théoréme 6. Soient f : D — R monotone, o D C R, et a € R un point
adhérent a D N]a,+oo| (resp. DN| —00,al). Alors f admet une limite a
droite (resp. 4 gauche) au point a.

Corollaire 7. Soient f : D — R croissante et a € R un point adhérent
a@ DNJa,4oo[. Alors f admet une limite finie & droite, au point a si, et
seulement si, f est minorée sur DN]a, +oo].

Théoréme 8. Soit f : I — R monotone. L’ensemble des points de dis-
continuité de f est au plus dénombrable.

Exemple 9. Posons u,(x) = %l{w(n)<x}, ot ¢ est une bijection de N
sur QNJ0,1[. Soit f(xz) =, un(x). Alors f est strictement croissante
sur [0,1] et discontinue en tout point de Q N]0, 1].

Théoréme 10. Soit f : I — R monotone. f est continue sur I si, et
seulement si, f(I) est un intervalle.

Corollaire 11. Soit f: I — R continue et strictement monotone. Alors
J = f(I) est un intervalle et f induit un homéomorphisme de I sur J.
Réciproquement, un homéomorphisme entre deux intervalles est une fonc-
tion strictement monotone.

Exemple 12. La fonction sinus induit un homéomorphisme de [—g; g]
sur [—1;1] croissant, dont la réciproque est l’arcsinus.

3) Monotonie et dérivabilité

Théoréme 13. Soit f: I — R continue, et dérivable a droite sur I.
(i) f est constante si, et seulement si : ¥t € I, f1(t) =0
(ii) f est croissante si, et seulement si : ¥t € I, f(t) >0
(iii) f est décroissante si, et seulement si : Vit € I, i) <0

Théoréme 14. Soit f : I — R continue sur I et dérivable d droite sur I.
f est strictement croissante sur I si, et seulement si, f; > 0 et ’ensemble

{t el ‘ i) = 0} est d’intérieur vide.

Exemple 15. t — t3 est strictement croissante sur R, mais sa dérivée
t — 3t% s’annule sur R.

Théoréme 16. Une fonction monotone est dérivable presque partout.

Remarque 17. L’escalier de Cantor est une fonction monotone dérivable
presque partout, de dérivée nulle presque partout, sans étre constante.
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II Fonctions convexes

1) Définition et premiéres propriétés

Définition 18. On dit que la fonction f : C' — R est convexe lorsque,
pour tous a,b € C et tout A € [0,1], on a :

F(L=Na+Ab) < (1 =A)f(a) + Af(b)

On dit que f concave si —f est convexe. Lorsque I'inégalité est stricte
pour a # b et 0 < A < 1, f est strictement convexe. Pour a > 0, on dit
que f est a-convexe si pour tous a,b € C distincts et tout A €]0,1[, on a :

FI(T=Na+2b) < (1 =A)f(a) + Af(b) - % lla =" AL = )

Remarque 19. L’a-convexité implique la stricte convexité, qui implique
la convexité.

Remarque 20. Une fonction f : C — R est convere si l’ensemble
{(z,y) e C xR |y > f(x)} est conveze.

Exemple 21. L’application x — ||z|| est convexe

Théoréme 22. Une fonction f: C — R est conveze si, et seulement si,
pour tous x,y € C, t — f((1 —t)x + ty) est conveze sur [0,1].

Proposition 23. (i) Une combinaison linéaire d coefficients réels po-
sitifs de fonctions convezes est conveze.

(ii) La composée d’une fonction convexe croissante avec une fonction
convexe est conveze.

(iii) Une limite simple de fonctions convezes est convexe.
(iv) Le mazimum de deux fonctions convezes est conveze.
Remarque 24. Le produit de deux fonctions convexes m’est pas né-

cessairement conveze (—xz - x* = x3), et leur composition non plus
(= —z)o (v — 2%) = (v —2?)).

Proposition 25. Une fonction conveze f : I — R posséde en tout point
de I une dérivée a droite et une dérivée a gauche. De plus, les applications
fy et f, sont croissantes sur I, et f, < f,.

Corollaire 26. Une fonction convexe sur I est continue sur I.

2) Caractérisation des fonctions convexes

En dimension 1

Théoréme 27. Pour f: I — R, il y a équivalence entre :
(i) [ est convexe sur I.

(i) Poura<b<cdansl, ona : F)=f(a) f(ci_f:(“) < f(ci_l{(b)

b—a - -

f(@)—f(a)

r—

(tit) Pour a € I, la fonction x — est croissante sur I\ {a}.

Corollaire 28. Une fonction de R dans R est affine si, et seulement si,
elle est conveze et concave.
Théoréme 29. Soit f: I — R dérivable. Il y a équivalence entre :
(i) f est (strictement) conveze sur I.
(ii) La fonction dérivée [’ est (strictement) croissante.
(i@i) La courbe représentative de f est située (strictement) au-dessus de

sa tangente en tout point de I.

Proposition 30. Si f est deux fois dérivable sur I, elle est alors convexe
si, et seulement si, f” > 0.

En dimension n > 1

Théoréme 31. Soit J: C' — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est conveze sur C.
(ii) Yo,y € C, (VJ(z) —VJI(y),z—1y) > 0.
(iit) Yo,y € C, J(x) = J(y) +(V J(y),x —y).
Si J est deux fois différentiable, on a aussi : <d2J(;v) -y,y> > 0.
Théoréme 32. Soit J: C — R différentiable. Il y a équivalence entre :
(i) J est a-conveze sur C.
(ii) Y,y € C, (VJI(2) = VJ(y),x —y) > ae -yl
(iii) Y,y € C, J(x) = J(y) +(VJI(y),z —y) + & |l — y|*.
Si J est deus fois différentiable, on a aussi : (d*J(z) - y,y) > « [Pl
Exemple 33. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la

fonctionnelle quadratique J : X — (AX, X) — (B, X) est \i-conveze, ot
A1 est la plus petite valeur propre de A.
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IIT Applications

1) Inégalité de convexité

Proposition 34. Soientn € N* et ay,...,a, € RY, alors :

1l y a égalité si, et seulement si, tous les a; sont égauz.

Proposition 35 (Young). Soient p,q > 0 tels que %+% =1leta,beRT :

1l y a égalité si, et seulement si, aP = b4.

Corollaire 36 (Holder et Minkowski). Soient p,q > 0 tels que %Jr % =1
eta,b € R et f,g: E — K mesurables, alors :

Ifglly < IfI1, llglly et

Lemme 37. Soient A,B € M,(R) symétriques définies positives, et
a, 8 >0 tels que o+ 8 =1, alors :

1+ gll, <171, + llgll,

det(aA + BB) > det(A)* det(B)”?

Application 38 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R"™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

2) Optimisation

Théoréme 39. Si J : C — R est différentiable en u € C et admet un
minimum local en u, alors :

VoeC, (VJ(u),v—u) =20

Théoreme 40. On considére J : C — R.
(i) Si J est convexe, tout minimum local est global.

(i) Si J est strictement conveze, J admet au plus un minimum global.

(iii) Si J est a-convexe, J admet un unique minimum global.

(iv) Si J est définie sur un ouvert contenant C et différentiable en
u € C, alors le théoréme précédent donne en fait une équivalence.

(v) Si C est ouvert, le théoréme précédent équivaut ¢ V J(u) = 0.

3) Meéthodes de gradient
Soit J : R®™ — R. On suppose J différentiable. On cherche, s’il existe, un

élément u € R™ tel que :

J(u) = Uieann J(v)

Pour cela, on utilise les méthodes de gradient. On considere la suite :
up € R" et VkeN, uftl =k — pF v ()

11 existe plusieurs possibilités pour choisir les p¥, par exemple :
— Gradient & pas fixe : p¥ = p une constante positive fixée.
— Gradient & pas optimal : p* minimise p — J (u¥F — pV J(u")).

Théoréme 41. Si J est a-conveze et différentiable, et que V J est L-
lipschitzienne, alors la méthode de gradient d pas optimal converge vers
Uunique minimum de J.

Développements

— Ellipsoide de John-Loewner (37,38) | ]
— Algorithme de gradient & pas optimal (41) | ]
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Annexes

251

2l f(bg:(}:(w < fle)=f(a) < f(CZ:bf(b)
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FIGURE 1 — Inégalité des trois pentes

FIGURE 2 — Tangentes d’une fonction convexe
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